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Fig. 11. Valeurs du maximum du profil de r6flexion total ob- 
tenues exp6rimentalement pour diverses valeurs du gradient 
thermique, courbe th6orique dont l'6chelle a 6t6 ajust6e 
pour correspondre aux valeurs exp6rimentales. ©, zx, va- 
leurs experimentals. 
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Propri6t6s des Groupes d'Espaee de Classe et de R6seau Donn6s. 
Construction des Groupes d'Espaee et des Groupes Magn6tiques 

PAR J. SIVARDI~,RE 

Centre d'Etudes Nucldaires, Rue des Martyrs 38, Grenoble, France 

(Recu le 8 ]uillet 1968) 

Space groups having the same translation subgroup and the same point group form an Abelian finite 
group. This property is used to simplify the construction of space groups. The case of magnetic groups 
is examined too, and the results are interpreted in Fourier space. 

Propri6t6~d'additivit6~des groupes d'espace 

Soit Ge un groupe d'espace de r6seau T et de classe G. 
(elxa) et (fllx13) deux 616ments de Ge: 

=(elT,, p) (affix,,). (1) 

On voit que Ge est une extension de G par T, d6finie 
par une application A de G x G dans T: h tout couple 
de rotations ponctuelles c~ et fl, on associe une trans- 
lation enti~re I',, 13. [Si on ajoute aux translations ~. 
et xp des translations enti~res arbitraires, on obtient 
une application A' 6quivalente, d6finissant le m~me 
groupe Ge (Ascher & Janner, 1965.)] 

L'application A satisfait la relation fonctionnelle 
suivante exig6e par l'associativit6 du produit 

(~1~.) (~1~13) (~1~,): 
T.,  13 + T.13, ~ = T~, ,~, + ~T, ,  ~ ,  (2) 

soit au total g 2 _ g  relations. 

R6ciproquement soit A une application de G x G 
dans T satisfaisant ces gZ_g relations, elle d6finit un 
groupe d'espace de r6seau T et de classe G. On peut 
en effet d6terminer g vecteurs x. satisfaisant les g2 rela- 
tions lin6aires: 

ct~13 + ~, = T,, p + ~,13. (3) 

Consid6rons alors deux groupes G~ et G 2 de r6seau 
T et de classe G, d6finis par les applications A1 et A2 
(~ une 6quivalence pros). Soit A l 'application somme 
de A1 et A2, d6finie par: 

J 1 2 T., ~ -  T., p + T~, ~. (4) 

L'application A satisfait la m~me relation fonction- 
nelle que A1 et AE et par suite elle d6finit un groupe 
d'espace Ge de m~me r6seau T et de m~me classe G, 
que nous appellerons somme de G~ et G~. 

Plus pr6cis6ment, si x~ et xg sont les translations non 
primitives associ6es/t a dans G~ et G~,, ~, = ~ + ~ est 
la translation associ6e h a dans Ge. 
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En effet: 

Si: 

on a bien: 

~z'q] + x~ = T ~ ' it, I~ + ~:~[l , 
a'q] + ' ~  = T ~ a, ~+Xa[~ , 

~0:~ + q )  + ( ~  + ~,i) = T~. ~ + ~ .  

"~ = # + q ,  (5) 

T.,~= T.'~+ T~,  . 

Connaissant deux groupes d'espace de r6seau T et 
de classe G, on en construit ainsi simplement un troi- 
si~me en additionnant les translations non primitives 
associ6es ~t une m~me rotation. On 6crit symbolique- 
ment, par exemple: 

Pba2 + Pmc2: = Pbn2~ . 

Les groupes d'espace de r6seau T et de classe G for- 
ment done un groupe (T,G), ab61ien puisque T e s t  
ab61ien. Dans certains cas, il peut atre n6cessaire de 
pr6ciser la position des 616ments de G par rapport au 
r6seau: ainsi les groupes P321 et P312, P2mm et Pmm2 
n'appartiennent pas au m~me groupe; au contraire 
Pne2 et Pen2 appartiennent au marne groupe. D'autre 
part il peut atre n6cessaire de changer l'origine choisie 
dans les International Tables for X-ray Crystallography 
(1952) pour pouvoir constater la propri6t6 d'additivit6 
(c'est le cas si on veut v6rifier que: P2221 + P2:212= 
P21212:). 

Le groupe (T, G) est fini; l'616ment unit6 est le groupe 
symmorphique TAG; l 'ordre d 'un 616ment de (T,G) 
est au plus 6gal h l 'ordre maximum des 616ments de G. 

Exemple: T: r6seau orthorhombique primitif,  
G: groupe ponctuel mm2. 

L'ordre de (T,G) est 16. Ses 616ments sont: 

Pmm2 Pma2 Pbm2 Pba2 
_ .  _ _  

Pet2 Pen2 Pne2 Pnn2 
. . . . . .  

Pme2x Pmn21  Pbe21  Pbn21 

Pem21 Pea21  P n m 2 1  Pna21. 

Les 6]6ments soulign6s sont seuls d6crits dans les 
International Tables, les autres s'en d6duisent par des 
permutations d'axes (plus g6n6ralement, deux 616ments 
de (T,G) peuvent ~tre isomorphes, c'est-5.-dire 6qui- 
valents en tant que groupes d'espace). On peut choisir 
comme g6nGrateurs du groupe (T,G) ci-dessus les 
groupes Ge suivants : Prom2, Pma2, Pbrn2, Pcc2, Pine21. 

Les groupes Ge dans lesquels ~ un 616ment c~, par 
exemple un 616ment g6n6rateur, de la classe G sont 
associ6es des translations nulles ou parall~les ~ un axe 
ou un plan donn6s, forment un sous-groupe de (T, G). 
Ainsi dans l'exemple ci-dessus, les 8 groupes darts les- 
quels l'axe 2 n'est pas h61icoidal forment un sous- 
groupe d'ordre 8. Plus g6n6ralement, les groupes h6mi- 

symmorphiques* de (T,G) forment un sous-groupe: 
ainsi Pmmm, Pnnn, Pccm, Pban et les groupes iso- 
morphes forment un sous-groupe de l'ensemble des 
groupes Dzh (un autre sous-groupe est constitu6 par 
les groupes pr6c6dents, Pmma, Pcca et les groupes iso- 
morphes: ces groupes poss6dent un seul axe h61icoidal). 
De plus tout couple d'616ments isomorphes engendre 
un sous groupe (Pma2 et Pbm2 engendrent le sous- 
groupe Pmm2; Pma2; Pbm2; Pba2). Enfin un 616ment 
engendre le sous-groupe de ses puissances: P412:2 en- 
gendre le sous-groupe P422; P41212; P4z22; P432~2. 

Rernarque: Soit k un vecteur de la premiere zone tel 
que Gk= G (k d6pend de G, non de Ge). GI~.ce h la 
relation (1), on peut associer 5. k une lepr6sentation 
avec poids de G telle que le facteur poids soit: 

2(~z,fl)= exp ( ik .  T,, p). (6) 

Fixons alors k et envisageons tous leg groupes Ge 
de l'ensemble (T,G). A chacun d'eux correspond un 
poids;/ t  la somme de deux groupes correspond le pro- 
duit des deux poids correspondants. Quand Ge d6crit 
(T, G) on engendre un sous-groupe M '  du groupe multi- 
plicateur M de Gt. Consid6rons les 616ments (T, G)' de 
(T,G) tels que %±k,V, ;  ils donnent le poids unit6, 
616ment identit6 de M' .  Donc l 'ordre de M '  est en 
g6n6ral inf6rieur h celui de (T, G). 

A p p l i c a t i o n  ~ l ' 6 n u m 6 r a t i o n  des  g r o u p e s  d ' e s p a c e  

La propri6t6, suivant laquelle les groupes d'espace de 
r6seau et de classe donn6s forment un groupe, permet 
de simplifier la construction des groupes d'espace. 

Soit a un g6n6rateur de G; on suppose x, parall61e 
5- une direction ou ~ un plan donn6s, les translations 
associ6es aux autres g6n6rateurs 6tant suppos6s nulles 
(les valems possibles de % d6pendent de l 'ordre de 
dans la classe G). On en d6duit un sous-groupe (T, G), 
de (T,G), puis on 'lib6re' les translations associ6es 5. 
chacun des autres g6n6rateurs de G. 

Autrement dit, soit un jeu de g6n6rateurs de G: h 
chaque g6n6rateur ~, on associe un g6n6rateur de (T, G), 
ou plusieurs g6n6rateurs 6quivalents g6om6triquement 
si c~ peut prendre plusieurs positions 6quivalentes par 
rapport au r6seau. (T,G), est d'ordre fini; il en est de 
m~me de (T,G), produit direct des diff6rents groupes 
(T, ah. 

Exemple 1. Groupe (P, mm2z). On choisit les g6n6- 
rateurs: rnzz et 2z. On fixe d'abord ~(2z) = 0 et on choisit 
5. titre d'essai" z(rnuz) = (½, 0, 0); on v6rifie qu'on forme 
ainsi le groupe Pma2. D'ofi les groupes: Pmrn2, Pma2 
et Pbm2 6quivalents, et leur somme Pba2. 

On peut choisir aussi ~(rnuz)= (0,0,½) d'ofl les grou- 
pes: Pcc2, Pnc2, Pen2, Pnn2. 

* Un groupe d'espace h6misymmorphique ne poss6de pas 
d'axe h61icoidal. 

t On appelle groupe multiplicateur M d'un groupe G le 
groupe ab61ien form6 par les facteurs poids non-6quivalents 
des diff6rentes repr6sentations avec poids de G. 
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On cherche ensuite un groupe d'espace dans lequel 
2z est h61icoidal, et mzz sans glissement; on construit 
ais6ment Pme21, d'ofl 8 autres groupes par addition 
aux pr6c6dents. 

Exemple 2. Groupe (P,4mm). On choisit les g6n6- 
rateurs 4z et muz. On suppose d'abord: z(4z)=0; 
z(muz) ¢ 0, et on essaie: x(mu~) = (0, ½, 0); (0, 0, ½). D'ofl 
les groupes" P4mm, P4bm, P4ee, P4nc. 

Puis on suppose: "~(muz) = 0, ~(4z)-¢ 0. On ne peut 
former aucun groupe avec x(4z)=(0,0,¼); d'ofl les 
seuls groupes: P42mc, P42bc, P42cm, P42nm. 

Si maintenant le r6seau est Lles 8 groupes pr6c6dents 
fournissent les groupes I4mm et I4¢m (le caract~re 
h61icoidal de 4z disparait ~ cause de la translation I). 
On doit alors chelcher des groupes tels que x(4z)#0. 
La translation I rend possible I'existence d'un axe 41 
d'ofi les solutions I41md, et 14acd. Notons que' 

2(I41md) = I42mn =- I4mc , 

3(I41md) = I43md = 141md . 

Exemple 3. Groupe (P, m3m). Les g6n6rateurs de la 
classe m3m sont les suivants: 
2x, 2y, 3111, 2,~, T, puisque: m3m=432 ×T et: 

432 = (2x2u2~ A 3m) A 2~ = 23 A 2 ~ .  

On construit ais6ment les groupes: Pm3m symmor- 
phique, Pm3n et Pn3m, d'ofi on d6duit l'existence de 
Pn3n. 

Si le r6seau est I, les groupes suivants existent 6vi- 
demment: Im3m, Im3n, In3m, In3n; tous se ram~nent 
bt Im3m en tenant compte de la translation I, Ia3d est 
un groupe nouveau. 

Si le r6seau est F, Fm3m, Fm3n, Fn3m et Fn3n four- 
nissent: Fm3m et Fm3e. Une solution nouvelle est 
Fd3m, d'o~ l'existence de Fd3c. 

Remarque" On peut d6duire de ce qui pr6c~de un ordre 
logique de description des groupes d'espace de classe 
donn6e. 

(1) On choisit un ordre arbitraire d'6num6ration des 
r6seaux (P, A, B, C, L F). 

(2) On choisit un jeu de g6n6rateurs c~, fl, 7, . . .  de 
la classe (ex. 432: 2x, 2y, 311~, 2~y). On d6crit d'abord 
les groupes d'espace off x , # 0  puis ceux o~ x~#0 puis 
ceux off x ,#0 ,  x~ ¢0 ,  et ainsi de suite. 

Propri~t~ d'additivit~ des groupes magn~tiques 

Nous allons montrer que los groupes magn6tiques pos- 
s~dent une propri6t6 d'additivit6 analogue 5. celle des 
groupes d'espace. 

De la m~me mani6re, h chaque repr6sentation /],j 
d'un groupe d'espace G, r6elle de dimension 1, corre- 
spond un groupe magn6tique Gkr Ces repr6sentations 
forment un groupe ab61ien, on a ainsi: 

r k  j . r ~ ,  r = r ~  + , ,  ~ , 

r o j  . r o t  = r . ~  , 

r , j =  r o j  . r ~ ,  . 

(7) 

(Foj est une repr6sentation engendr6e par la repr6sen- 
tation Fj du groupe ponctuel; dans Fkl toutes les rota- 
tions ont le caract~re + 1). 

Par suite les groupes magn6tiques Gkj associ6s h u n  
m~me groupe d'espace G forment un groupe ab61ien. 
Les groupes tels que k = 0  (r6seau non magn6tique) 
forment un sous-groupe. Le groupe des Gkj peut con- 
tenir des groupes g6om6triquement 6quivalents. 

Exemples" Pm' a2' + Pma'2' = Pm' a'2 , 

P2bma2 + Pm' a2' = P2bm' a2' , 
P2bma2 + P2cma2 = A cma2 . 

Structure des groupes magn~tiques (Janner, 1966) 
(1) Un groupe Goj est l'extension d'une classe mag- 

n6tique Gj par un r6seau de Bravais T, d6fini par une 
application de Gj x Gj dans T. 

(2) Un groupe Gkj est l'extension de la classe mag- 
n6tique Gs par un r6seau magn&ique TM, d6finie par 
une application de Gj × Gj dans TM. 

Si le groupe magn6tique est du type Gul l'application 
se fair seulement sur des translations; si le groupe est 
du type Gkj, l'application fait intervenir aussi des an- 
translations. 

PropriOtOs d' additivitO 

(1) Les groupes Goj, de classe Gj et de r6seau T don- 
n6s, forment un groupe ab61ien (T, Gj), dont le groupe 
symmorphique de classe Gj est l'616ment unit6. 

D'apr6s la remarque pr61iminaire, les groupes Goj, 
.] variable, forment un groupe (T, (7) comprenant les 
groupes Go1, dont le groupe symmorphique de classe 
G est l'616ment unit6. 

Ainsi: 
Pm' a2' + Pc'a21 = Pc' m2~ , 
Pma'2' + Pe' a2~ = Pe' m'2a . 

(2) De m~me les groupes Gkx, de classe G e t  de r6- 
seau magn&ique TM donn6s, forment un groupe 
(Tin, G)I. L'616ment unit6 est le groupe symmorphique 
Tm A G. Ainsi : 

Remarque prOliminaire: Les classes magn6tiques Gy as- 
soci6es/~ une classe cristallographique G donn6e for- 
ment un groupe ab61ien. A chaque classe Gj correspond 
en effet une repr6sentation Fj r6elle de dimension 1 
de G, et ces repr6sentations forment un groupe ab61ien 
(Sivardibre, 1968; Bertaut, 1968). 

P2bma2 + P2bme21 = P2bmn21 , 
P2642x2 + Pzc4222 = Pze42212 . 

(l~16ments unit6s: Pzbmm2 et P2c422 respectivement.) 
(3) Les groupes Gkj, k fixe et j variable, de classe G 

et de r6seau Tm donn6s, forment un groupe dont un 
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sous-groupe est form6 par les G~, et dont l'616ment 
unit6 est Gkx avec G symmorphique: 

P~m' a2' + P2~mc2x = P2om' n2"~ , 

P~ma2 + Pz~m' e'2x = P2om' n'21 ( -  Pana21) . 

Les groupes magn6tiques de classe cristallographique 
et de r6seau magn6tique TM donn6s, forment un groupe 
ab61ien (TM, G). Cette propri6t6 peut simplifier la re- 
cherche des groupes magn6tiques. 

Interprdtation 
Soient G~ et Gz deux groupes d'espace de m~me 

elasse et de m~me r6seau. Si pour k donn6, tous deux 
ont au moins une repr6sentation r6elle de dimension 1, 
il en est de m~me de leur somme. 

Si k est perpendiculaire ~t routes les translations x,~ 
et ~ (et alors il existe des repr6sentations Fk~ et Fkl 
de G~ et Gz r6elles de dimension 1), il est perpendiculaire 
aux translations ~ et %'. Par cons6quent si ~t Gx et 
G2 sont associ6s des groupes magn&iques G~ et C,~, 
b. G~ + Gz sera associ6 un groupe magn6tique de m~me 
r6seau. 

Si k n'est pas perpendiculaire ~t toutes les transla- 
tions zh et z~, soit (c~lzh) un 616ment de Gx tel que x~ 
ait une composante sur k, n~ l'ordre de e. Si G~ poss~de 
au moins une repr6sentation Fu~ de dimension 1, la 

1 1 translation T , - n , z ,  y a l e  caract~re Xut(elT~)= .+ 1 
(Olbrychski, 1963); F~ n'est r6elle que si (c~lx~) est un 
axe 3a, 3z, 42, 62 o u  64. 

De m~me si G2 poss~de au moins une repr6sentation 
F~ r6elle de dimension 1, (c~lz~) est aussi un axe 3~, 3z, 
42, 62 ou 64. I1 en est alors de m~me de (elzh+xD, 
616ment de G = Gx + G2, et par suite il existe une reprd- 
sentation F ~  de G r6elle de dimension 1, on peut donc 
d6finir la somme G~ des groupes magn6tiques G~ et 

Interpr6tation:dans l'espaee de Fourier 
Groupes d' e~paee 

Puisque les groupes d'espace Ge de r6seau T et de 
classe G forment un groupe, il en est de m~me des 
groupes ponctuels complexes (isomorphes de G), intro- 
duits par Bienenstock & Ewald (1962), qui repr6sentent 
ces groupes d'espace dans l'espace de Fourier: l'616- 
ment unit6 est le groupe G, il est associ6 au groupe 
symmorphique TAG. 

Plus pr6eis6ment, si K est un noeud de r6seau r6ci- 
proque (ce ~6seau d6pend de T et non de Ge), le facteur 
de structure trigonom6trique ~(K) se transforme de la 
mani~re suivante quand on fait subir au crigtal l'op6- 
ration (~[¢,) (Bertaut, 1955): 

~(Ka)= exp ( -2 rc iK.  %)~(K). (8) 

L'espace de Fourier, noeuds K affect6s des poids 
~(K), n'est done invariant dans G que si Ge est sym- 
morphique; si Ge n'est pas symmorphique, la rotation 
de cet espace s'accompagne d'une rotation des phases 

des facteurs de structure. Par cons6quent les quavtit6s 
exp ( -2 rc iK.  x,) (K fixe, ~ variable) forment une re- 
pr6sentation/'~ (sans poids) de G puisque les rotations 
de phase doivent former un groupe homomorphe de 
G; on a en effet: 

exp [ -  2zciK. (x, + ~x13)] 

= exp (-2~ziK. T,13 ) exp ( - 2 r r i K .  x~13) 
- exp ( -2zciK.  x~l~ ) . 

(9) 

En particulier le noyau de FK, ensemble des 616ments 
de G tels que % = 0, forme un sous-groupe invariant 

de G. 
A la somme Ge de deux groupes G~ et G~, correspond 

le produit de deux repr6sentations Fk  e t / ' 2 ,  h une di- 
1 2 mension, de G puisque: z~ = x, + ~.. On peut done as- 

socier ~ (T, G) un sous-groupe du groupe des repr6sen- 
tations de dimension un de G. 

Exemple: Groupe (P, mm2); K =  101: 

myz  mzz  2~ Ge 
, ,  

1 1 1 1 P m m 2  P b m 2  P e n 2  
P m m 2 1  P n n 2  

1 - 1 - 1 1 P m a 2  P b a 2  P c c 2  P n c 2  

1 1 - 1 - 1 Pca21 Pna21 
P m c 2 1  Pbc21 

1 - 1 1 - 1 Pbn21 P n m 2 1  P c m 2 1  

Groupes magndtiques 
Soit Gka un groupe magn6tique associ6 au groupe 

d'espace Ge. Consid6rons l'espace r6ciproque magn6- 
tique, c'est-a-dire l'ensemble des points r6ciproques 
K + k  affect6s des facteurs de structure magn&ique 
~m(K + k) = L" Si exp [2z~i(K + k) .  ri] (cet espace ne 

i 

d6pend que du r6seau magn6tique direct, done de k). 
Si k=0"  

ri = air+ z,i modulo T.  (10) 

St = + ai(S) =Zj(a0~t(S ) . (11) 

[Zj(e0= + 1 suivant que (elx.) est un op6rateur ou un 
antiop6rateur.] 

Done: 

~m(Ka)= _+ exp ( - 2 n i K .  x,)~m(K). (12) 

Pour un vecteur K donn6 et un groupe d'espace Ge 
donn6, les quantit6s Zj(c~i)exp ( - 2 n i K .  ~,) forment 
une repr6sentation F ~t une dimension de G; si Ge est 
symmorphique, cette repr6sentation est Fj, qui d6finit 
la classe magn6tique Gj. Done le groupe des groupes 
magn6tiques Go1 de r6seau T et de classe cristallograp- 
hique G engendre un sous-groupe du groupe des re- 
pr6sentations de dimension un de G. 

Si k ¢ 0 (k~ = 0, ½): voyons comment se transforme le 
faeteur de structure ~m(K +_ k). Ici les op6rateurs ~ en- 
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visager sont" 

modulo une translation T k (en effet exp (2zciK + k .  T o 
= + 1) d'oO" 

~m[(K _+ k ) .  e~] = 

Z~I(AO exp ( -  2~iK + k .  1:~)o:.i-- l[~m(K +_ k)]. 

ZeJ(AO = + 1 suivant que A¢ est un op6rateur ou un anti- 
op6rateur. Les quantit6s Z~I(Ad exp ( -  2zciK + k .  x~) 
forment une repr6sentation F h une dimension du 
groupe Ge/Tk (Tk: noyau de Fkj ). 

Par cons6quent si on choisit des vecteurs K et k 
(c'est-/t-dire le r6seau magn6tique et son orientation 
dans le r6seau cristallographique), quand le groupe 
magn&ique d6crit (TM, G), F engendre un sous-groupe 

du groupe des repr6sentations de dimension un de 
6elrk. 

Ce qui pr6c6de montre bien qu'on ne peut pas d6- 
finir la somme de deux groupes magn&iques associ6s 
h deux 616ments distincts de (T,G) et poss6dant des 
r6seaux magn&iques diff6rents. 
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A new method is presented for the extraction of the weighted periodic vector set from the Patterson 
function. The method depends on the determination of a generalized polynomial which approximates 
the Patterson function. The coefficients of this polynomial indirectly establish the weighted periodic 
vector set. The method is completely independent of symmetry and the resolution of the Patterson 
function. In practice, the value of the results obtained is indirectly limited by the number of atoms per 
unit cell. 

It is now well-known that a weighted periodic vector 
set (Buerger, 1959) can be associated with the Patterson 
function of an arbitrary crystal. In many Patterson 
methods of structure analysis, the Patterson function 
is regarded as a rather blurred representation of the 
weighted periodic vector set. In the following discus- 
sion, weighted periodic vector sets will be referred to 
simply as periodic vector sets. For a crystal containing 
N atoms per unit cell, the periodic vector set consists 
of N periodic weighted images of the crystal structure. 
The essence of the phase problem lies in the separation 
of the various points of the periodic vector set into 
these images. This separation can be accomplished for 
periodic vector sets by the image-seeking method of  
Buerger (1959). Tokonami & Hosoya (1965) have also 
developed a procedure for unravelling periodic vector 
sets, and their method depends explicitly on certain 
periodic characteristics of the periodic vector set. These 
considerations indicate that, if the weighted periodic 
vector set could be determined from the Patterson func- 

tion in some way, the crystal structure could be ob- 
tained, at least in principle, by means of the above 
vector-set methods. 

The problem of recovering the periodic vector set 
from the Patterson function has been approached 
mainly via Patterson sharpening procedures, but these 
methods do not appear to be capable of yielding the 
periodic vector set in general cases. This communica- 
tion presents a preliminary account of a new method 
for the extraction of the periodic vector set from the 
Patterson function. The method is based on the theory 
of approximation in generalized polynomials (Cheney, 
1966). It provides an approach which can be applied 
to the problems of crystal-structure analysis in several 
different ways, but this note will deal only with the 
most straightforward of these, which involves the Pat- 
terson function. 

For simplicity, the case of a Patterson function pro- 
jected onto some crystal axis will be considered first. 
An expansion of its Fourier coefficients shows that the 


